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): فإن  Iتناقصية على   f: إذا كان  -ب   )nvرتيبة  
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):          إذن   )1 1 2( ) 2 2 kn k n u l ε∃ ∈ ≥ − ≤�  
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}على  تناقصية f: بما أن  }1− }و  �− }1nu ∈ − −�  
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+
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+

+
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+
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+

+
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≤
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) :و لدينا  )nw و تزايدية( )nv قصيةاتن  

):إذن  )nv       و( )nw متحاديتان  

lim: نعتبر  limn nv w l= =
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1

1
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:  بين أن  -ج   
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1
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1

4

n

n nu u+
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 
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):   رتابة     -أ  )nv         ؛( )nw  
0 1v v≤  

): بالترجع نبين أن  )nv تزايدية    

0 : لدينا      1v v≤      

1n: نفترض أن  nv v +≤   

}على  تناقصية f: بما أن  }1− f:فإن   �− f� تزايدية على

{ }1− }و  �− }1nu ∈ − −�  

):  فإن   ) ( )1n nf f v f f v +≤� 1: إذن  � 2n nv v+ +≤  

): إذن  )nv تزايدية    

): بنفس الطريقة نجد  )nw تناقصية           

n:  بين أن  -ب nv w≤    ( )n∀ ∈�
  

  :بالترجع  
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): إذن  ) ( )n nf f v f f w≤� �
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3 7
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؛       

1
1 1

10 4
 ≤  
   

  
:إذن 

 

1

2 1

1

4
u u

 − ≤  
   

1: نفترض أن 

1

4

n

n nu u+
 − ≤  
   

 

1
2 1

11 1
n n

n n
n n

u u
u u

u u
+

+ +
+

−
− =

+ +  

   1

2 1 1 2 1 1
;

5 1 2 5 1 2n nu u +

≤ ≤ ≤ ≤
+ +  

1: ن إذ

1

1 1 1

1 1 4 2 2

n
n n

n n

u u

u u
+

+

−  ≤ × × + +  
   

: إذن 
1

1

1

1

1 1 4

n
n n

n n

u u

u u

+
+

+

−  ≤  + +  
  

2 : و منه  1

1

4

n

n nu u+ +
 − ≤  
 

  

):  بين أن لن -ھـ    )nv         و( )nw  حدد نمتحاديتان ثم

  نھايتھما

1 : من د لدينا  

1

4

n

n nu u+
 − ≤  
  

( )*n∀ ∈�
  

:    إذن  

2

2 1 2

1

4

n

n nu u+
 − ≤  
 

 ( )*n∀ ∈�
   

 :و منه  

2
1

4

n

n nv w
 − ≤  
 

 ( )*n∀ ∈�   

):    إذن  )lim 0n nv w− =
  

:و لدينا 
 ( )nw و قصيةاتن( )nv تزايدية   

):إذن  )nv       و( )nw متحاديتان  

lim: نعتبر  limn nv w l= =
  

: بما أن  
3

1
2nu≤ ≤

  

: فإن  
3 3

1 ;1
2 2n nv w≤ ≤ ≤ ≤

  

: إذن 
3

1
2

l≤ ≤
  

): لدينا   )n nw f v=  

limو   lمتصلة في   fو    nv l=
  

lim: إذن  (lim )n nw f v=  
l(l): و منه   f=  

2: نجد   ; 2l l= − =  

: بما أن  
3

1
2

l≤ ≤
  

 :فإن 
2l =  

lim: إذن  lim 2n nv w= =  
  
): استنتج أن  -و    )nu متقاربة ثم حدد نھايتھا  
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  -د  -2  7من التمرين  
( )lim lim limn n nv w l u l l= = ⇔ = ∈�

  
lim: إذن  2nu =  

  
 9تمرين

            ; 1k k∈ ≥�  

0u:    نعتبر  k=   ،1

1
n

n

u k
u+ = +   ،n ∈�  

 2n nv u=         2؛ 1n nw u +=  

1nk:  بين أن  -أ    u k≤ < +  ( )n∀ ∈�  

n:  بين أن  -ب  nv w≤    ( )n∀ ∈�  

):  بين أن  -ج   )nv         و( )nw متحاديتان  

  αثم حدد نھايتھما        

:  بين أن  - د    
1

n

nu k
k

α α
α
 − ≤ − 
 

  ( )n∀ ∈�  

lim:  بين أن  -ھـ    nu α=  

  الحل

):  نعتبر  ) ( )* 1
fD f x k

x
= = +�  

       ( )'
2

1
f x

x

−=  

 f تناقصية   

  
2 3 4 2

0 1 2 32 3

1 2 3 1
; ; ;

1 2

k k k k k
u k u u u

k k k k

+ + + += = = =
+ +

  

1nk:  لنبين أن  - أ u k≤ ≤ +  ( )n∀ ∈�
  

 
  :بالترجع  

0  : لدينا      1k u k≤ ≤ +
0: نفترض أن     1k u k≤ ≤ +

  

 
]و  �*على  تناقصية f: بما أن  ] *; 1k k + ⊂ �  

): فإن  ) ( ) ( )1nf k f u f k≥ ≥ +
  

: و منه 

2 3

1 2

1 2
1

1n

k k k
k u k

k k+
+ ++ ≥ ≥ ≥ ≥

+  
1: إذن  1nk u k+≤ ≤ +

  
n:  بين أن لن -ب nv w≤    ( )n∀ ∈�

  
  :بالترجع  

0  : لدينا      0v w≤  
n: نفترض أن  nv w≤  

): إذن  ) ( )n nf f v f f w≤� �
  

1: و منه  1n nv w+ +≤  

):   رتابة     -ج  )nv         ؛( )nw  
0 1v v≤  

): بالترجع نبين أن  )nv تزايدية    

0 : لدينا      1v v≤      

1n: نفترض أن  nv v +≤   

f:فإن   �*على  تناقصية f: بما أن  f� و  �*تزايدية على
*

nu ∈�  

):  فإن   ) ( )1n nf f v f f v +≤� 1: إذن  � 2n nv v+ +≤  

): إذن  )nv تزايدية    

): بنفس الطريقة نجد  )nw تناقصية           
  

1:  بين أن لن -  

1
n

n nu u
k+
 − ≤  
 

  ( )*n∀ ∈�
  

  :بالترجع  

2   : لدينا      1

1
u u

k
− =

     

  
:إذن 

 

1

2 1

1
u u

k
 − ≤  
   

1: نفترض أن 

1
n

n nu u
k+
 − ≤  
   

 

1
2 1

1

n n
n n

n n

u u
u u

u u
+

+ +
+

−
− =

  

   1

1 1 1 1 1 1
;

1 1 1 1n nk u k k u k+

≤ ≤ ≤ ≤
+ + + +  

1: إذن 

1

1 1 1
n

n n

n n

u u

u u k k k
+

+

−  ≤ × × 
 

   

: إذن 
1

1

1

1
n

n n

n n

u u

u u k

+
+

+

−  ≤  
 

  

 : و منه 
1

2 1

1
n

n nu u
k

+

+ +
 − ≤  
 

  

):  بين أن لن -  )nv        و ( )nw  حدد نھايتھمانمتحاديتان ثم  

1 : من د لدينا  

1
n

n nu u
k+
 − ≤  
  

( )*n∀ ∈�
  

:    إذن  

2

2 1 2

1
n

n nu u
k+
 − ≤  
 

 ( )*n∀ ∈�
   

 :و منه  

2
1

n

n nv w
k
 − ≤  
 

 ( )*n∀ ∈�    

): ما أن ب  )1k >  

):    فإن   )lim 0n nv w− =
    

:و لدينا 
 ( )nw تناقصية و( )nv تزايدية   

):إذن  )nv       و( )nw متحاديتان  

lim: نعتبر  limn nv w l= =
  

1nk: بما أن   u k≤ ≤ +
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1: فإن   ; 1n nk v k k w k≤ ≤ + ≤ ≤ +
1k: إذن    l k≤ ≤ +

): لدينا     )n nw f v=  

limو   lمتصلة في   fو    nv l=
  

lim: إذن  (lim )n nw f v=  
l(l): و منه   f=  

: نجد  

2 24 4
;

2 2

k k k k
l l

− + + += =  

1k: بما أن   l k≤ ≤ +
  

 :فإن 

2 4

2

k k
l

+ +=  

: إذن 
2 4

lim lim
2n n

k k
v w

+ += =  

:  بين أن  - د    
1

n

nu k
k

α α
α
 − ≤ − 
 

  ( )n∀ ∈�  

  :بالترجع 

      

0

0

1
u k k

k
α α α

α
 − = − ≤ − 
   

:  أن نفترض 
1

n

nu k
k

α α
α
 − ≤ − 
 

    

): لدينا   )fα α=  

1

1 1 1 1 n
n

n n n

u
u k k

u u u

αα
α α α+

− − = + − + = − = 
   

           
1

1 1
n

n
n

u k
k u

α α
α α+
 − ≤ − 
   

  
:   إذن 

1

1

1
n

nu k
k

α α
α

+

+
 − ≤ − 
 

  
  

):  ج أنااستنت - ھـ   )nu  د نھايتھايحدتمتقاربة ثم  

1 1k kα< ≤ ≤ +
1kα: و منه     >  

  
:   إذن 

1
lim lim

n

nu k
k

α α
α

  − ≤ −     
  

  

  
lim:   إذن  0nu α− ≤  

  

  
lim:    و منه   nu α=  

    
  10تمرين

):  بين أن   )nu   و( )nv  متحاديتان  

 1-   
3

1

1
1

n

n
k

n u
k=

≥ و   ∑=
1

n nv u
n

= +  

 2-  
( )

1

22
1

1
2

1

n

n
k

n u
k k

−

=

≥ =
+

و   ∑
2

1

3n nv u
n

= +  

 3-  
0

1
1

!

n

n
k

n u
k=

≥ و   ∑=
1

!n nv u
nn

= +   

  
  11تمرين

0:    نعتبر 

1

2
u = −   ،1 2

1
1

1
n

n

n

u
u

u
+

+= −
+

   ،n ∈�  

1:  بين أن    -أ 0nu− < <  ( )n∀ ∈�  

):  بين أن  -ب )nu    تناقصية  

):  : بين أن  -ج    )nu متقاربة ثم حدد نھايتھا  

  الحل

):  نعتبر  ) ( )*

2

1
1

1
f

x
D f x

x

+= = −
+

�  

       ( )'
2

1
f x

x

−=  

  f زايدية على ت] ];1−∞  

1:  بين أن لن   -أ  0nu− < <  ( )n∀ ∈�
  

0: بالترجع  

1
1 0

2
u− < = − <  

1: نفترض أن  0nu− < <  

[زايدية على ت f: بما أن  ];1−∞
و   

 ] [ ] ]1;0 ;1− ⊂ −∞  

): فإن   ) ( ) ( )1 0nf f u f− < <  

11: و منه   0nu +− < <  
):  بين أن لن -ب )nu    تناقصية  
 

:بالترجع 
  

0:  لدينا  1

1 1
; 1

2 5
u u= − = −

  
1:   إذن  0u u≤   

 
1n: نفترض أن   nu u+ ≤

  
: إذن 

 
( ) ( )1n nf u f u+ ≤

  
 :و منه 

2 1n nu u+ +≤
  

):  :  بين أنلن -ج  )nu  حدد نھايتھانمتقاربة ثم  

): أن  بما )nu مغورة فإن   تناقصية( )nu متقاربة  

lim: نعتبر  nu l=  

1 :أن  بما 0nu− < <  
1 : فإن  0l− < <  
):الدين ) 1n nf u u ]متصلة على  fو   =+ ]1;0−  

]و   ]( ) [ ]1;0 1;0f − ⊂ −  
  : إذن 

( )f l l=  

1: نجد  ; 0l l= − =
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): أن  بما )nu 0 :فإن   تناقصية

1

2nu u< = −  

 :إذن 
1

2
l ≤ 1l: و منه  − = −  

lim: إذن  1nu = −  
  

  12تمرين

  0 1u =   ،1

1
n n

n

u u
u+ = +   ،n ∈�  

 رتابة ادرس -1
  بالخلف برھانا استعمل  مكبورة أن غير بين -2
 استنتج  -3

  الحل
1- ( )nu  تزايدية  

): نفترض أن  -2 )nu مكبورة   

): إذن  )nu
  متقاربة  

): نعتبر  )1 lim nu l=    

):  نعتبر  ) ( )* 1
fD f x x

x
= = +�

  
f  متصلة على :( ) [ [2 1;+∞  

       ( )
2

'
2

1x
f x

x

−=  

 f زايدية على ت :[ [1;+∞   

[ [1;nu ∈ 0?ن  ∞+ 1nu u≥ ≥  

 [ [( ) [ [1; 2;f +∞ = +∞  

): إذن   ) [ [( ) [ [3 1; 1;f +∞ ⊂ +∞  

): ولدينا   ) 1n nf u u +=  ( )4  

): من  ) ( ) ( ) ( )4 ; 3 ; 2 ; 1  :( )f l l=  

  ( ) 1
0f l l

l
= ⇔ تناقض مع  =

1
0

l
≠  

): إذن   )nu غير مكبورة  

)  : أن بما  -3 )nu  غير مكبورةتزايدية  

lim :فإن   nu = +∞  
  

  13تمرين
   :نعتبر 

0 1u = −  ، 1 1u =، 2 1

1

4n n nu u u+ += −   ،n ∈�  

          2n
n nv u=    1؛

1

2n n nw u u+= −  

)بين أن  -1 )nw  ھندسية ثم احسبnw  بد/لةn  

)بين أن  -2 )nv  حسابية ثم احسبnv  بد/لةn  

  nبد/لة  nuاحسب  -3

}: بين أن  -4 }* 3
1

2

n

n n ∀ ∈ − ≥ 
 

�  

lim: حدد  -5
2n

n
lim: ثم استنتج   nu  

  الحل
)بين أن لن -1 )nw ھندسية  

1 2 1

1 1

1

1

2
1 1

4 2
1 1

2 2

n n n

n n n

n n

w u u

u u u

u u

+ + +

+ +

+

= −

= − −

 = − 
 

  

                          
1

1

2n nw w+ =
  

                            0

3

2
w =  

( )nw سھاأسا ھندسية
1

2
حدھا ا?ول  

3

2
  

                            
3 1

2 2

n

nw  =  
 

  

)بين أن لن -2 )nv حسابية  
2

2 2

2
1

1
1

1

2

1
2

4

2 2 2

2

n
n n

n
n n

n n
n n

n n

v u

u u

u u

v v

+
+ +

+
+

+
+

+

=

 = − 
 

= × −
= −

  

2: إذن  1 1 1 0 2 1 3n n n nv v v v v v+ + +− = − = ⋅⋅⋅ = − = + =  

       ( )nv 1حدھا ا?ول  3حسابية أساسھا−  

               1 3nv n= − +  
  n بد/لة nuب احس -3

                      
1 3

2n n

n
u

− +=
  

}: بين أن لن -4 }* 3
1

2

n

n n ∀ ∈ − ≥ 
 

�
  

  : بالترجع  

lim: د يحدت -5
2n

n
lim: ج اثم استنت  nu  

1 3 3

2 2 2 4

n n

n n

n    ≤ × =   
     

lim:  إذن 0
2n

n =
  

 

1 3 1 3
lim lim lim lim 0 0

2 2 2n n n n

n n
u

− + −= = + = +  
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lim 0nu =

  
  

  14تمرين

}العددية  الدالة نعتبر } ( ) 2 1
1

1

x
x f x

x

+∈ − − =
+

�  

0 1u =   ، ( )1n nu f u+ =   ،n ∈�  

0 2v =   ، ( )1n nv f v+ =   ،n ∈�  

  [ ]1;2I =  

): بين أن  -1 )f I I⊂  

): بين أن  -2 )nu I⊂  ؛( )nv I⊂   

): بين أن  -3 )nu    تزايدية و أن ( )nu    تناقصية  

:  بين أن  -4
1

4

n

n nv u  − ≤  
 

  ( )n∀ ∈�  

):  بين أن  -5 )nv         و( )nw متحاديتان ثم حدد نھايتھما  

  الحل

:  بين أن لن -5
1

4

n

n nv u  − ≤  
 

  ( )n∀ ∈�
  

  : بالترجع 
1

1 1

1 1 1 1

1 1 4 2 2 4

n n
n n

n n
n n

v u
v u

u v

+

+ +

−    − ≤ ≤ × =   + +    
  

Exercice15     ] [0;α π∈  

soit 1( )n nu ≥ la suite définie par : 

1

cos
2

n

n k
k

u
α

=

 =  
 

∏  

1-montrer que la suite 1( )n nu ≥ est décroissante et 
minorée et déduire qu’elle est convergente 

2- montrer que : ( )*n∀ ∈� ( )sin

2 sin
2

n
n

n

u
α

α
=

 
 
 

et 

en déduire la limite de la suite 1( )n nu ≥  
Solution 

On a ] [0;α π∈ et 1n ≥ donc 2
0;

2 2

α π ∈    

Alors : ( )0 cos 1 0 cos 1
2k

et
αα  < < < < 

 
  

Donc : 0 1nu< <  

1 1
cos

2n n n
u u

α
+ +

 =  
 

 ; puisque : 
1

0 cos 1
2n

α
+

 < < 
 

  

On a : 1n nu u+ ≤   

Donc : 1( )n nu ≥ est décroissante 

 Et puisque : 1( )n nu ≥  minorée par 0  

1( )n nu ≥  est convergente  

2- montrons que : ( )*n∀ ∈� ( )sin

2 sin
2

n
n

n

u
α

α
=

 
 
 

 

Par récurrence : 

montrons que : 
( )sin

cos
2 2sin

2

αα
α

  = 
  
 
 

 

On sait que :

 

( )sin 2cos sin
2 2

α αα    =    
   

 

Donc :

 

( )sin
cos

2 2sin
2

αα
α

  = 
  
 
   

 

 Supposons que  :

 

( )sin

2 sin
2

n
n

n

u
α

α
=

 
 
   

( )
1 1

sin
cos cos

2 22 sin
2

n n n n
n

n

u u
αα α

α+ +
   = =   

    
 
   

1 1
sin 2cos sin

2 2 2n n n

α α α
+ +

     =     
     

 Donc :

 

( )
1

1
1

sin

2 sin
2

n
n

n

u
α

α+
+

+

=
 
 
   

On sait que :

 

( )
( )

0 0

sin
sin

lim 1 lim
1x x

x
x x

x
x

→ →
= =  

sin
2

lim 2 sin lim
2

2

n
n

n

n

α
α α αα

 
 

   = = 
 

 

Donc :

 

( )sin
lim nu

α
α

=
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